Di F‘ MATEMATIK

LIMIT VE SUREKLILIK

Bir x degiskeni, a gercel sayisina a’dan buyuk degerler ile aza-
larak yaklasiyorsa bu yaklasim durumuna x'in a’ya sagdan
yaklasimi denir ve x — a* seklinde gdsterilir.

x—1*
-
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Bir x degiskeni, a gercel sayisina a’dan kicik degerler ile arta-
rak yaklasiyorsa bu yaklagim durumuna x’in a’ya soldan yak-
lagimi denir ve x — a~ seklinde gosterilir.
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f: R — R olmak lizere,
f(x)=x+2

fonksiyonu icin asagidaki tabloyu doldurup bu degerleri
grafik Gizerinde gosteriniz.
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Bir x degiskeni, a sayisina soldan yaklastiginda f(x) degerleri
de (, sayisina yaklagiyorsa (, sayisina f fonksiyonunun x = a
apsisli noktasindaki soldan limiti denir ve

lim f (x)=10

X—a

1

seklinde gosterilir.

Bir x degiskeni, a sayisina sagdan yaklastiginda f(x) degerleri
de 02 sayisina yaklasiyorsa (),2 sayisina f fonksiyonunun x = a
apsisli noktasindaki sagdan limiti denir ve
limf(x) =10
x—a*

seklinde gosterilir.

2

f fonksiyonunun x = a apsisli noktasindaki sagdan ve soldan li-
mitleri bir { sayisina esit ise f fonksiyonu x = a apsisli noktasinda
limitlidir denir ve

limf(x) =0

X—a
seklinde gosterilir.

f fonksiyonunun x = a apsisli noktasindaki sagdan ve soldan li-
mitleri farkl ise fonksiyonun x = a apsisli noktasinda limiti yoktur.
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Asagidaki f fonksiyonuna ait grafigi inceleyelim.

y

x, 3’e soldan yaklasirken f(x) de —2'ye yaklagtigindan
limf(x) = -2
x—3"

x, 3'e sagdan yaklasirken f(x) de 4’e yaklagtigindan
limf(x) =4
x—3*

Bu durumda,

lim f(x) = lim f(x)
X—3" x—3"
oldugundan f(x) fonksiyonu x = 3 apsisli nokta i¢in tanimli an-
cak f fonksiyonunun bu noktada limiti yoktur.
x, 0’a soldan yaklasirken f(x) de —5’e yaklastigindan,
limf(x) =-5
Xx—-0"
x, 0’a sagdan yaklasirken f(x) de —5’e yaklastigindan,
limf(x) = -5
x—0"

Bu durumda, lim f(x) = lim f(x) oldugundan f fonksiyonu x = 0
x—0" x—0"

apsisli noktada limitlidir ve bu limit degeri —5'tir.
Burada (0) = 0 olmasina ragmen

limf(x) =-5

x-0

olduguna dikkat edilmelidir.

[ DiFnot 4

Bir fonksiyon, bir noktada tanimli olmamasina ragmen o
noktada limiti olabilir.

Bir fonksiyonun bir noktadaki limiti, o noktadaki gériinti-
stinden farkl olabilir.
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Asagida f fonksiyonunun grafigi verilmistir.

/4 -2 _2

a. lim f(x) =
X——4"

c. limf(x)=
X——4

d. lim f(x) =

X——2"

f. limf(x) =

x—-0"

h. limf(x) =

x-0

i. limf(x)=

x—2"

b.

-

Buna gore asagidaki limit degerlerini bulunuz.

lim f(x) =

X——4*

lim f(x) =

X—=2"

. lim f(x) =

X—=2

lim f(x) =

X—2"

limf(x) =

X—2



Asagida f fonksiyonunun grafigi verilmistir.

Buna gore,

lim f(x) + lim f(x)
X—27 X—5"

f(0)
degerini bulunuz.

Asagida f fonksiyonunun grafigi verilmistir.

Buna gére y = f(x) fonksiyonunun limitli olmadigi noktalar-
daki apsisleri toplamini bulunuz.

h(x), x>a
fonksiyonunda x = a apsisli nokta kritik noktadir.
o f(x)= Zm fonksiyonunda g(a) = 0 kosulunu
saglayan a degeri kritik noktadir.

o f(x) = Ig(x)| fonksiyonunda g(a) = 0 kosulunu sagla-
yan a degeri kritik noktadir.

* log,g(x) fonksiyonunda g(a) = 0 kosulunu saglayan
a degeri kritik noktadir.

Bir fonksiyonun kritik noktasi disinda tanimh oldugu
her noktada limiti vardir ve bu deger,

IiD1f(x) =f(a)
olur.

Kritik noktalarda limit incelenirken sag ve sol limitler
incelenmelidir.

limvyx+2

X—7
limitinin degerini bulunuz.

lim [log, (4x+16))|

limitinin degerini bulunuz.
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® Limitin Ozellikleri

=) ORNEK-7
1. Sabit fonksiyonlarin limiti kendisine esittir.
2
lim[X-=2X-3 c € R olmak Uzere,
X1 X+1
limc=c
limitinin degerini bulunuz. x-a

olur.

imk+ lim1=3k-1

X—=2 x—3

olduguna gére k degerini bulunuz.

lim(x + Inx)
X—e
limitinin degerini bulunuz. @ ORNEK-11
lim1+ lim 1
X—3 X—27

limitinin degerini bulunuz.

2. Polinom fonksiyonlarin bir noktadaki limitleri, fonksiyonun o
@ ORNEK-9 noktadaki degerine esittir.
mi—9% TARXTZ
X—0 X—1 ”
o . @ORNEK—IZ
limitinin degerini bulunuz.

lim (x2+ 3x —4)
Xx—=-3

limitinin degerini bulunuz.
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3. file g fonksiyonlari x = a noktasinda limitleri olan iki fonksi-
yon ise

° Iiina[f(x)qu(x)]= limf(x) ¥ Iiinag(x)
lim [0 - g ()] = lim(x) - limg(x)

e lim g(x) # 0 olmak kosuluyla,

] im0
o] lim g(x)

e c & Rolmak lizere,

lim [c-(x)] = ¢+ limf(x) olur.

e cc R olmak lzere,
limf(x)
. flx) _ 2
limc™ = ¢ olur.
X—a

® neZigin

lim [f(x)]n = Iimf(x)]n olur.

X—a X—a

e ntek dogal sayi ise
lim ¥f(x) =n/limf
Xllnav (x) =n x'i“a (x)

e ncift dogal sayi ise

f(x) > 0 ve lim f(x) > Oise
X—a

iim "/t(x) =n/ im(x) olur.

e Uygun sartlarda
)!l_rg (Iogbf(x)) = log,, <)!|£naf(x)> olur.

@6RNEK-13

lim(2x - Vx+4)
x—5

limitinin degerini bulunuz.

@ORNEK-M

lim (Ix+11-1x+31)

x-0

l

limitinin degerini bulunuz.

I

@ORNEKJS

lim [Iogz(x +4) —Iogs(x + 5)]

X—4

limitinin degerini bulunuz.

l

@6RNEK—]6

tanx

m-——
x SINX + COSX
X ——

limitinin degerini bulunuz.

l

@6RNEK—]7

lim | x=2]+ lim | x+1]|
x—0" X—17

ifadesinin degerini bulunuz.

222

=) ORNEK-18

lim(f(x)-1)=5, lim(g(x)+2)=3

X—3 x—3

olduguna goére,

1+f(x)
2-g(x)

limitinin degerini bulunuz.

lim
X—3

Ders isleme Féyii | Matematik



@GRNEK-W

T

cos(—

. X
lim

X3 X+1

limitinin degerini bulunuz.

@ ORNEK-20

lim (arcsinx)
1
2

limitinin degerini bulunuz.

@ ORNEK-21

Gergel sayilar kiimesi Uzerinde tanimh bir f fonksiyonu
icin,

limf(x) = -2
x—1"
limf(x) = -1
x—1"

olduguna gére,

f(x—-2)+f(4-x)
f(x>-8)

limitinin degerini bulunuz.

lim

x—3*

p
@ ORNEK-22

x*=4x® +6x% - 4x +1
X3 —3x%+3x -1

limitinin degerini bulunuz.

lim
X — 2022

-3 ORNEK-23

lim(x®+ax+a)=1
X—a

lim(2x?>-x) =3
x—b

olduguna gore a + b toplaminin en kiiciik degerini bulunuz.

Asagida f fonksiyonunun grafigi verilmistir.

Buna gére limf(x) = 0 kosulunu saglayan a degerini bulu-

x—-a’
nuz.
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f: R— R fonksiyonunun grafigi asagida verilmistir.

y
20—
(0] #3 X
—1f----- o=y =1(x)
— 4-2

g(xo) = f(xo) + lim f(x)

X=X,

olduguna gore (gof)(3) degerini bulunuz.

@ ORNEK-26

Asagida f fonksiyonunun grafigi verilmistir.

Buna gore,

lim f(x) + limf(x)

toplamini bulunuz.

|

Asagida f fonksiyonunun grafigi verilmistir.

l. y
\
2.2
1 ""/
(0] ; X
Il y
1
X
0] ' M
N
Il y

nuz.

g fonksiyonunun grafiginin hangileri olabilecegini bulu-
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Asagida f fonksiyonunun grafigi verilmistir.

y
4
2
[
Buna gore,
. lim 1 vardir.
x—-3 f(X)

II. Iirr13(|f(x) I—f(x)) vardir.

L lim (x+1) - f(x) vardir.
X—3

ifadelerinden hangilerinin dogru oldugunu bulunuz.

|

Asagida f ve g fonksiyonlarinin grafikleri verilmistir.

y y

P S

» 2 - !

-2/ X .
(0]

lim (gof)(x) + lim (fog)(x)

x—0" xX—27

ifadesinin degerini bulunuz.

Asagida (f + g) ve (f — g) fonksiyonlarinin grafikleri verilmistir.
y y

N

y = (f+g)x) y=(f-g)x)
Buna gore,
. lim f(x)=0
x—2"
Il lim g(x)=2
X—27

. lim f(x) = lim g(x)

x—-0 x—0

ifadelerinden hangilerinin dogru oldugunu bulunuz.

@ ORNEK-31

Asagida f fonksiyonunun grafigi verilmistir.

Buna gére,
lim (fofof) (x) + lim (fof) (x)
x—3" x—0"

toplamini bulunuz.
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Limitin Ozellikleri

Asagida f fonksiyonunun grafigi verilmistir.

y
3 ———oO
2|4
o 2 *
“1f------ o y=f(x)
Buna goére,
I. lim f(x)=3
X—27
I. limf(x)=3
x—-0
. lim f(x) =1(2)
X—2
ifadelerinden hangileri dogrudur?
A) Yalniz | B) Yalniz Il C)lvell
D) I ve lll E) Il ve Il

f-g: R — R olmak lizere,
f(x) =32+ x +1
glx) =x3 +1

olduguna gére, lim [f(x) -g(x)] limitinin degeri kactir?
x—1

A)2 B)3 C)4 D)6 E)8

Gergel sayilar kiimesinde f ve g fonksiyonlari x = 2 apsisli
noktada limitli degildir.

Buna gore;
I f(x) + g(x),
I £(x) - g(x),
. —f(x) + 1
fonksiyonlarindan hangileri x = 2 apsisli noktada li-
mitli olabilir?
A) Yalniz | B)Ivell C)lvell
D) Il ve llI E)I, Ilvell

olduguna goére,

I limf(x) = 3limg(x)
x—1

X—1
. (1) = 3g(1)
f(x)-g(x)
g(x)
ifadelerinden hangileri her zaman dogrudur?
A) Yalniz | B) Yalniz II C) Yalniz 1l
D) Ivelll E) I, llvelll

. lim
x—1

Asagida f ve g fonksiyonlarinin grafikleri verilmistir.
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IR
HE B D R
ol 1 2 3 45
y=9(x)
Buna gore,
I. lim (gof)(x) =1
x—1"
Il lim (fog)(x) =3
X—27
. lim (fog)(x) = 2
x—2*
ifadelerinden hangileri dogrudur?
A) Yalniz | B) lve ll C) I ve lll
D) Il ve llI E)I, llvell
P
S
[=1%[a]
1057365
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Parcali Fonksiyonun Limiti

gx), x<a
f(x) =1h(x), a<x<b
k(x), x=b
fonksiyonunda

X =a ve x = b apsisli noktalari kritik nokta oldugundan bu nok-
talarda limiti bulmak icin sagdan ve soldan limit degerlerine
bakilmalidir.

x = a ve x = b apsisli noktalari disindaki bir noktada limit degeri
fonksiyonun ait oldugu araliktaki degerine esittir.

X+2, x<1
f(x)={2x+1, 1<x<3
3x -1, x=>3

fonksiyonunda,

a. lim f(x)
x—1
b. limf(x)
X—3
c. limf(x)
x—0
¢c. limf(x)
X—4

limit degerlerini bulunuz.

|

f( ) X—2, X<2
X) =
2

x+1

X=>2

fonksiyonu veriliyor.
limf(x) = -1
X—a
limf(x) =~
x—b 2

olduguna gére a + b toplamini bulunuz.

xX2+1, x=2
f(x) =
X-2, x<2

olduguna goére,

limf(x-2)+ limf(x2-2)

x—3* x—2"

degerini bulunuz.

x-1, x<0
f(x) =Jax+b, 0<x<2
3x-1, X2
fonksiyonunun gercel sayilarda her noktada limiti vardir.

Buna gore a-b carpimini bulunuz.
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sinx+1, X<
2
f(x) =
a-cosx+b, x>~
T2
fonksiyonunun gercel sayilarda her noktada limiti vardir.
limf(x) = -2
X—T

olduguna gére a-b ¢carpimini bulunuz.




Asagida f fonksiyonunun grafigi verilmistir.

Buna gore,
a. limf(x+1)
x—1"

b. limf(6-x)

X—27

c. limf(8-x?)

x—1"

limitlerini bulunuz.

Asagida f fonksiyonunun grafigi verilmistir.

y
A
LA REEEEEEE o——y=1(x)
3f---o—
2
o 2 4 X
Buna gore,
X 4
lim f(—) f(—)
X4-8+ 4 X

)+ 3]

ifadesinin degerini bulunuz.

|

‘S—ZX, x> 1

Xx+2, x<1

f(x) =

olduguna goére,

lim (fof) (x) + lim f(x) + lim f(x)
x—1" x—-0" x—2"

ifadesinin degerini bulunuz.

Asagida f(2x + 1) fonksiyonunun grafigi verilmistir.

y

A

y = f(2x + 1)

4
o=-13

4t .

/ -2 O
Buna gére,

limf(x-=3)+ lim f(x-5)

X—0~ X——2%

ifadesinin degerini bulunuz.

@ ORNEK-41

Asagida f fonksiyonunun grafigi verilmistir.

Iim_f(x) =m, f(m)=n, Iim_f(x) =b

olduguna gére m + n + b toplamini bulunuz.
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Mutlak Deger Fonksiyonunun Limiti

lim | f(x) | fonksiyonunda,
X—a

f(a) = 0 kosulunu saglayan a degeri, kritik nokta oldugundan
bu noktada limit degeri bulunurken sagdan ve soldan limit de-
Jerlerine bakilir.

Kritik nokta disindaki noktalarda limit de@erleri, tanimli oldugu
araliktaki degerlerine esittir.

@ ORNEK-42

Ix+ 2]+ x-1]
im ———
X—2 [x+1]

limitinin degerini bulunuz.

@ ORNEK-43

lim [ x+4 |- lim|x-1]
X—2 x—-0

limitinin degerini bulunuz.

@ ORNEK-44

lim | (x-2)2|

X—2

limitinin degerini bulunuz.

p
@ ORNEK-45

[x-2]
fx) = X—2

olduguna goére,

I.  limf(x) yoktur.

X—2

. limf(x) = -1

x—0

. limf(x) =1

x—3
ifadelerinden hangilerinin dogru oldugunu grafik cizerek
yorumlayiniz.

@ ORNEK-46

Ix3-27]
x5 [X=3[+[x+1]

limitinin degerini bulunuz.

@ ORNEK-47

Ix-1]2
. f(x)= 1
. g(x)=¥x2-2x+1
. h(x) = ¥x-1

Yukaridaki fonksiyonlardan hangilerinin x = 1 apsisli nok-
tada limitinin oldugunu bulunuz.
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Limitte Belirsizlik Durumlari -~
@ORNEKA?
Gercel sayilarda carpanlarina ayrilabilen f(x) ve g(x) fonksi-

(x) o Ixl-2x

. . - fx im
yonlariigin limf(x) =0, limg(x) = 0 olma durumunda lim — - Ix+x
X—a X—a X—a g(x) x—0

limitinin degerini bulunuz.

limitinde % belirsizligi vardir.

% belirsizliginde x = a igin f(a) = 0 ve g(a) = 0 oldugundan pay

ve paydada x — a ¢arpanlari vardir. Bu durumda pay ve payda-

daki x — a carpanlari sadelestirilerek belirsizlik giderilir ve limit

bulunur.

@ ORNEK-48
22> o)
RNEK-
Asagidaki ifadelerin degerini bulunuz. S =

i x2—4 a ve b birer gercel sayidir.
a. lim
x-2 X—2 im X @+ 1x=6 _
xl—r:nZ X=2 -
b, lim x%-5x +4 olduguna gére a + b toplamini bulunuz.
Coxet o x2-1
3_p3
c. b=#0olmakdzere lim ———
a-ba“—b
- 2%-512
¢c. lim————
x-3 4%-64
. Ix-2]
d. XILn;+ —
-~ Ix-3l @ORNEK&
e. lim
X—3 |X2—9|
_ sin®x
fim 1-cosx
_Vx-3 -0
f. x|'£“3 X—9 limitinin degerini bulunuz.
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1’den buylk gercgel sayilar kimesi Gizerinde bir f fonksiyonu
f(x) = 3In(x® — 1) + 2In(x® - 1) — 5In(x — 1)

biciminde tanimlaniyor.

Buna gore,

(x)

lim ef
x—1*

limitinin degeri kactir?
A) 30 B) 36 C) 60 D) 64 E) 72
(2021-AYT)

@ ORNEK-53

_(1=¥x)-(¥x-2)
lim————
x-1 —=X“+9x-8
limitinin degeri kactir?
1
A1 B) 2 c) 7 14 18
(2024-AYT)
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L bir gercel say! olmak Uzere, gercel sayilar kiimesi Uzerinde
tanimli f ve g fonksiyonlari igin

limf(x) = limg(x) =L

X—2 X—2
esitligi saglaniyor.
Buna gére,

. f(2) =g(2)
Il. Iim(f(x)—g(x)) =0
X—2

f(x)

. lim——=1
X—2 g(X)
ifadelerinden hangileri her zaman dogrudur?
A) Yalniz | B) Yalniz Il C)lvelll
D) Il ve Il E) I, Ilvelll
(2018-AYT)

Gercel sayilar kimesinde tanimli f fonksiyonu her x igin
1<f(x) <2

esitsizliklerini sagliyor.

Buna gére,
. lim i vardir.

X—1 f(X)

f

Il lim ﬁ vardir.

x-1 X
I tim (1f(x) |- (x)) vardir.

x—1
ifadelerinden hangileri her zaman dogrudur?
A) Yalniz | B) Yalniz Il C) Yalniz Il

D) Ivell E) Il ve lll
(2017-LYS)




a, b ve c gercel sayilar olmak Uzere, gercel sayilar kimesinin

birer alt kiimesi lGzerinde

2_
flx) = x“-7x+10
X—a

glx) =3
fonksiyonlari tanimlaniyor

limf(x) = limg(x) =c¢
X—a X—b

olduguna gore, a + b + ¢ toplami kagtir?
A)6 B)7 C)8 D)9

E) 10
(2022-AYT)

@ ORNEK-57

a ve b gercel sayilar olmak lizere,

. Ix+a-2
I|m27=b
x—-1  Xx°—=1

olduguna gére a-b ¢arpimini bulunuz.

@ ORNEK-58

SeCX — COSX

lim n 5
x—0 COS" X +COS“x—2
limitinin degeri kactir?

A-+ B -t

4 3 ¢ -2

2

|

Asagida f fonksiyonunun grafigi verilmistir.

Buna gére,

I. lim f(x)=3

x—-3"

I lim (f(x))=3
x——4\ X+

. limf(x)= lim f(x)

X—5" X——4"
ifadelerinden hangileri dogrudur?
A) Yalniz Il B) lvell
D) Il ve lll

E)I, Il

C)lvelll

ve lll

Asagida ikinci dereceden f fonksiyonunun grafigi verilmistir.

y
A
\ / y= f(x)
-3 of /1
-3
Buna gore,
. f(x)
im ———
x--3 X2 +4x+3
limitinin degeri kactir?
2 4
A) 3 B) 1 C) 3 D)
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