Di F‘ MATEMATIK

INTEGRAL - Il

ALAN HESAPLAMA
y

O| a X, X, b

[a, b] araliginda tanimli  fonksiyonu icina<x,<x,<..<x _,<b

n-1
olmak Ulzere a = x, ve b = x_  secilerek olusturulan
P{Xy X X, X, ... X} kiimesine [a, b] araliginin bir pargalan-
masi denir.

Burada,
Axy =%, = x|

Ax, =|x2—x1|

Ax, =| Xs_le

AXn =| Xn_xn—1|

alt araliklarin geniglikleridir.

Eger bu alt araliklarin genislikleri esit ise yani Ax, = Ax, = Ax_
oluyorsa bu parcalanmaya (béliintiiye) diizgiin parcalanma
(bdliinti) denir.

b—a, k€ Z* olur.

Dlzgln pargalanmada Ax, =X, — X, _, =

k k-1

f: [a, b] — R pozitif degerli ve siirekli bir fonksiyon olsun.
a=X, <X, <X, <..<X _, <X =b olacak sekilde

P={a=x, X, X, 0 X

gun béllntisu olmak lzere,

x = b} kiimesi [a, b] araliginin diiz-

f artan ise N

f(xo)-Ax1 + f(x1) CAX, + .+ f(xn_1) “AX = Zf(xk_1) - AX,
k=1

f azalan ise

n
f(x1) “AX, + f(x2) CAX, + .t f(xn)~Axn = Zf(xk) “AX,
k=1

toplamina Riemann alt toplami denir.

(x1 - xo) . f(xO) + (x2 - x1) . f(x1) + (x3 - x2) . f(x2)

ifadesi f fonksiyonunun Riemann alt toplamidir.

f:[1, 4] — R olmak lizere,

fonksiyonu veriliyor.

Buna gore [1, 4] araligini Uc esit parcaya bolerek Riemann
alt toplamini bulunuz.
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I DiFnot 4

Eger [a, b] araliyi daha fazla alt aralija ayrilirsa bulunan
Riemann alt toplaminin degeri, egrinin altinda kalan alanin
degerine daha yakin olur.

f: [a, b] — R pozitif degerli ve sirekli bir fonksiyon olmak
Uzere,

a=X, <X <Xy <o <X

olacak sekilde P = {a = X, X, X,, ..., X_ _,, X, = b} kiimesi [a, b]
arahginin diizgin boéllntisu olmak lzere,

f artan ise
f(x,) - Ax +f(x,) - Ax, + ... +f(x ) - Ax_=

f azalan ise

f(xo) < AX, + f(x1) CAXy . f(xn_1) “AX, = Zf(xk_1) - AX,
k=1
toplamina Riemann list toplami denir.

(x1 - xo) . f(x1) + (x2 - x1)-f(x2) + (x3 - x2) . f(x3)

ifadesi f fonksiyonunun Riemann list toplamidir.

Burada [a, b] araligi (¢ alt araliga ayriimis. Eger [a, b] aralig
daha fazla alt araliga ayrilirsa Riemann (st toplaminin degeri,
egrinin altinda kalan alanin degerine daha yakin olur.
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f: [0, 2] — R olmak tizere,
f(x) = x2
fonksiyonu veriliyor.
Buna gore [0, 2] alt araligini dort esit parcaya bélerek,

a. Riemann st toplamini bulunuz.

b. Riemann alt toplamini bulunuz.




f:[a, b] =R
pozitif deg@erli ve slirekli bir fonksiyon olmak Gzere,

a=Xy <X, <Xy <.<X ;<X =Db

olacak sekilde P = {a = x, X, X,, ..., X, = b} béliintiisti [a, b]

0y

araliginin diizgiin boluntusd ve x, _, <t < x,olmak tzere,

1
n
R=1(t,)- Ax, +f(t,) - Ax, + .. +f(t ) - Ax_= Zf(tk) -AX,
k=1

toplamina Riemann toplami denir.

L}
|
i
i
1
i
X, t, X X

'
‘
1
'

L 2 %o n

O] x,
[a, b] alt aralidi, ne kadar cok alt araliga ayrilirsa Riemann top-
laminin degeri, egrinin altinda kalan alanin degerine yakin olur.
Ornegin f: [2, 5] — R,

f(x) =x3 -1

fonksiyonunun [2, 5] araligini (i¢ esit pargaya bolerek her alt
araliginin orta noktasina gére hesaplanan Riemann toplami
asagidaki gibi bulunur.

9

R=(3-2) -f(§)+(4-3) -f<1>+(5-4) -f<—)

2

(55

125 343 729
=[5 () (5
R=% olur

2

|

f: [1, 3] — R olmak uizere,
f(x) = x% + 1
fonksiyonu veriliyor.
[1, 3] araligini dért esit parcaya bélerek,

a. Riemann alt toplamini bulunuz.

b. Riemann ist toplamini bulunuz.

c. Her alt araligin orta noktasina gore hesaplanan
Riemann toplamini bulunuz.
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[1, 4] — R olmak tizere,

f(x) = x3

fonksiyonu veriliyor.
Buna gore [1, 4] arahigini iic alt araliga bolerek,

a. Riemann alt toplamini bulunuz.

b. Riemann st toplamini bulunuz.

c. Her alt araligin orta noktasina gore hesaplanan
Riemann toplamini bulunuz.

|

Asagida [1, 10] — R, f fonksiyonunun grafigi verilmistir.
y

3

Ol 1 34 67 910

Grafikte [1, 10] arahg esit ii¢ alt araliga boliinmiis Riemann
toplamini her alt aralikta verilen degere gore bulunuz.

f:[1, 3] — R olmak izere,
f(x) = x2

fonksiyonunun tanimli oldugu arahgi iki esit parcaya bélen P
parcalanmasi yapilyor.

Buna gére olusan Riemann alt toplaminin Riemann ust
toplamina oranini bulunuz.
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t X

t

t, X, =b

g ————

Ola=x

'
'
I
I
'
!
t
0 1 3 73 n-1n “n

f fonksiyonunda [a, b] araligi n tane esit araliga béliinstin.
t, € [x, x|

t, € [x,, x,]

tn € |:Xn -1 Xn:I

b-a

ve alt araliklarin genisligi Ax = olmak tzere f fonksiyonu-

nun [a, b] araliginda hesaplanan Riemann toplami A ise y = f(x)
egrisinin altinda kalan alan yaklasik olarak,

A= AX-H(L) + A1) + .+ Ax-(t) = D Ax-1(t,)
k=1

seklinde ifade edilir.

[a, b] araliginda f fonksiyonunun altinda kalan [a, b] araliginin
daha fazla alt aralia bélinmesi durumunda daha yakin de-
gerler verilecektir. Bu durumda Riemann toplami n’nin sonsuza
yaklagmasi durumunda f fonksiyonu ile x ekseni arasinda ka-
lan alani vereceginden bu alan,

n
lim Y Ax-1(t,)
n— oo

k=1

limiti ile hesaplanir.

n
lim Y Ax-1(t,)
n— oo

k=1

degerine f fonksiyonunun [a, b] araligindaki belirli integrali de-
nir.
n b
li Ax-f(t)= [ f
n@m; x-f(t,) f (x) dx
= a

olur.

|

f: [0, 1] — R olmak tzere,
f(x) =x +1

fonksiyonunun grafigi ile x ekseni arasinda kalan bélgenin ala-
ni Riemann alt toplami ile asagidaki gibi bulunur.

S|=
=21 N}
Sl
=1FN
=
|
-
-

Oncelikle [0, 1] araligi n esit araliga bolindi.

Dikdértgenlerin alani = 1 -f(0) + 1. f(l)+1 . f<g> L f<n—_1>
n n \n/ n n

n+1 n+2 2n—1)
1+ + +..+

n n n

n

- (3n—1)
2
7

|
(
JULSIS TS
|

n

3n-1
2n

1

3 1] 3
r'![mm[2_2n "2"f(x+1)dx

0
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integral ile Alan Bulma

f:[a, b] — R, f fonksiyonunun grafigi ile x = a, x = b dogrulari ve
x ekseni arasinda kalan sinirli bélgenin alani,

b
/|f(x)|dx

integrali ile hesaplanir.
1.

<

a :

odll

O a

Boyali bélge, x ekseninin (izerinde oldugundan [f(x)| = f(x)

olur. Bu durumda x ekseninin Gzerinde kalan bélgenin alani,
b

ff(x) dx olur.

a

o
R nnr L)
o

<

1}
=

x
<

Boyall bélge, x ekseninin altinda oldugundan [f(x)| = —f(x)

olur. Bu durumda x ekseninin altinda kalan bélgenin alani,
b

f—f(x)dx olur.

a

/° '

Boyali bélge, y ekseninin saginda oldugundan |f(y)| = f(y)

olur. Bu durumda y ekseninin saginda kalan bélgenin alani,
b

/f(y)dy olur.

a
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Boyali bolge, y ekseninin solunda oldugundan [f(y)| = —f(y)

olur. Bu durumda y ekseninin solunda kalan bélgenin alani,
b

f—f (y)dy olur.

a

. Asagidaki sekilde f fonksiyonu [a, b] araliinda hem pozitif

hem de negatif degerlidir.

y

If(X)lz{—f(x), as<x<c

f(x), c<x<b

oldugundan f fonksiyonunun grafigi, x = a ve x = b degerleri
ile x ekseni arasinda kalan bélgenin alani,
c b

Boyali alan=A1+A2=f—f(x)dx+/f(x)dx

a c
c b

=_ff(x)dx+/f(x)dx olur.

a o]



Yukaridaki grafikte f fonksiyonunun grafigi, x =ave x =b
dogrulari ile x ekseni arasinda kalan sinirl bélgelerin alan-
lari A, ve A, olsun.

Bu durumda,

olur.

Boyali bélgelerin alanlar ise,

b
f|f(x)|dx =A +A,
a

olur.

Asagidaki boyali bolgelerin alanlarini integral ile ifade edi-
niz.

a. y

o]
Nf---
(e

y=x+1

X
6

X2 +4x+12

y=—"~%»

3
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Asagida f fonksiyonunun grafigi verilmistir.

y

integralinin degerini bulunuz.

@ORNEKJO

Asagida f fonksiyonunun grafigi verilmistir. S, S, ve S, egrile-
rin x ekseni ile arasinda kalan bélgelerin alanlari olmak Uzere,

y

#

y = f(x)

s /5
\ 3 X
6

Buna gore,

/g‘f(x)]dx— ff(x)dx
-3

-3
integralinin degerini S,, S, ve S, cinsinden bulunuz.

|

Asagida [2, 5] — [3, 6], araliginda f fonksiyonunun grafigi ve-
rilmigtir.

y
[+}
3 -—-
o X
Buna gére,
5 6
/f(x)dx+ff‘1(x)dx
2 3

ifadesinin degerini bulunuz.

@GRNEK-H

Asagida f fonksiyonunun grafigi verilmistir.
y

10
S,=6S,ve ff(x)dx =20
-3
0
olduguna goére f f(x) dx integralinin degerini bulunuz.

-3
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| Erm=zs

Asagida f(x) = 9 — x fonksiyonunun grafigi verilmistir. Dik koordinat sisteminde y = x2 egrisi, x = 0 ve x = 1 dogru-
y lari ile x ekseni arasinda kalan sinirli bélgenin alaninin ka¢
\ birimkare oldugunu bulunuz.

Buna gore boyali bélgenin alaninin kag birimkare oldugu-
nu bulunuz.

@GRNEK-M
y=x2 - 4x @ORNEK-M

parabolii, x =1 ve x =2 dogrulari ile x ekseni arasinda kalan

B Asagida f(x) = x* — 6x + 5 fonksiyonunun grafigi verilmistir.
sinirli bélgenin alaninin ka¢ birimkare oldugunu bulunuz.

y

y = f(x)

o N X

Buna gére boyali bolgelerin alanlari toplaminin ka¢ birim-
kare oldugunu bulunuz.

(o)

olduguna dikkat edilmelidir.
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Asagida x = y* + 1 egrisi verilmistir.

x=y?+1

Buna gore boyali bélgenin alaninin kag¢ birimkare oldugu-

nu bulunuz.

|

Asagidaki dik koordinat sisteminde [2, 8] aralijinda f fonksiyo-
nunun grafigi ile y = a dogrusunun grafigi verilmistir.

y

A

Nf-cmeeeee |-

S, - S, = 4 birimkare, [f(2x) dx =18
1

olduguna gére a degerini bulunuz.

Asagida f fonksiyonunun grafigi verilmistir.

y

Boyali bolgenin alani 7 birimkare olduguna gore

6

ff(x) dx integralinin degerini bulunuz.

-4

Dik koordinat sisteminde x = 5 dogrusu, y = 4 dogrusu, y = x° + 3
parabolii ile x = y? + 1 egrisi verilmistir.

\

<

y =x®+3 Xx=5
A

[

()

i

Buna gére boyali bélgenin alaninin kag birimkare oldugu-
nu bulunuz.
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iki Fonksiyonun Grafigi Arasinda Kalan Sinirli Bélgenin

Alani

olur.

olur.

|

Asagida y = 2x? parabolii ile y = 8 dogrusu verilmistir.

y

4
y =2x2

\ | e

Buna gére boyali bélgenin alaninin kag birimkare oldugu-
nu bulunuz.

Asagida y = —x* + 4x parabolii ile y = x dogrusu verilmistir.

X

y = —X2+4x

Buna gére boyali bélgenin alaninin kag birimkare oldugu-
nu bulunuz.
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| Erm=ze

o ) 2 e
Asagiday = x" ve x =y~ egileri verilmistir. Asagida y = x* + 2 parabolii ile d dogrusu verilmistir.

y=X y=x2+2

Buna gére boyali bélgenin alaninin kag¢ birimkare oldugu-
nu bulunuz.

d dogrusu, x = 3 apsisli noktada y = X2 +2 paraboliine tegettir.

Buna gére boyali bélgenin alaninin ka¢ birimkare oldugu-
nu bulunuz.

@ ORNEK-24
Asagida f fonksiyonu, y = 2x dogrusu ile x = 3 dogrular veril- @ ORNEK-26
migtir.

— 1) Asagida y = f(x) parabolli ile y = g(x) dogrusu verilmistir.

N : :

Buna goére boyali bolgenin alaninin f7(x) tiirinden esiti- l
ni yaziniz. -1 o0 1

Buna gére boyali bélgenin alaninin kag birimkare oldugu-
nu bulunuz.
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Asagida f ve g fonksiyonlarinin grafikleri verilmistir.

y =f(x)

olduguna gére S, + S, toplaminin ka¢ birimkare oldugu-
nu bulunuz.

Asagida verilen y = f(x) parabolil AOBC dikdértgeninin A kdse-
sinden gegmektedir.

(0]

T noktasi, paraboliin tepe noktasi olup koordinatlari (2, 2) dir.

S, = 3S, olduguna gére A noktasinin ordinatini bulunuz.

x2+y?=r?ifadesi, merke- y

zi orijin ve yaricap! r bi-
im ol kle-
rim olan ¢cember denkle 2
S2 S1
=r o) r s
\Jy =-VP-x?

midir.
=r

r
S1=f«/r2—x2dx
0

0
S,= f {r?—x? dx ile ifade edilir.
=T

222

~—=) ORNEK-29

6
/Jse—xzdx
0

integralinin degerini bulunuz.

-3 GRNEK-30

22
/(m - x) dx

0
integralinin degerini bulunuz.
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@ ORNEK-31

Dik koordinat diizleminde, f fonksiyonunun tlirevi olan f' fonksiyo-
nunun grafiginin [0, 10] kapali araligindaki gériniimii verilmistir.
Bu grafikte x ekseni arasinda kalan bolgelerin alanlari asagida-
ki sekilde gosterilmistir.

y

A

y= f'(x) /’5\
A\ ‘
(6] 2 4 10
1
2

olduguna gére, [0, 10] araliginda f fonksiyonunun kag fark-
I kékii vardir?
A)1 B)2 C)3 D) 4 E)5
(2021-AYT)

f(0)

@ ORNEK-32

a bir gercel sayi olmak iizere dik koordinat diizleminde y = ayx
ve y = Vx fonksiyonlarinin grafikleri asagida verilmistir.

Ay y=avx
Aq
— y=VX
A2 1 y
2 - T S :
. > X
(0] 9

Mavi boyali bélgenin alani A,, sari boyali blgenin alani A
olmak lizere

2

A-A,=96

olduguna gore a kactir?

A)2 B) 3 C)4 D)5 E)6
(2024-AYT)
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Dik koordinat dizleminde verilen f fonksiyonunun grafigi ile
x-ekseni arasinda kalan alan dért bdlgeye ayrildiktan sonra ¢
bdlge sekildeki gibi boyanmistir. Mavi bélgenin alani 5, kirmizi
bélgenin alani 6 ve sari bélgenin alani 1 birimkaredir.

/x-f(x2—2)dx=9

0
0
olduguna gére, f f(x)dx integralinin degeri kactir?
-1
A)7 B) 8 C)9 D) 10 E) 11
(2022-AYT)

Dik koordinat dizleminde f, g ve h fonksiyonlarinin grafikleri
asagida gosterilmistir.
y

y=g(x)

d

oOfF------

Oa/t:)

Sekilde gosterilen boyali A, A, ve A, bolgelerinin alanlar sira-
siyla 1, 3 ve 9 birimkaredir.

Buna goére,
c d
/(h(x)—g(x))dx+ f(f(x)—h(x))dx
a b
integralinin degeri kactir?
A)5 B) 8 C) 12 D) 13 E) 17

(2018-AYT)



integral ile Alan Bulma

Asagida f egrisinin grafigi verilmistir.
y

X

-2 0 2
/ ®

\
y = f(x)

S1 = 2 birimkare, S2 = 3 birimkare, Ss = 4 birimkare
olduguna goére,
6

ff(x) dx

-2
integralinin degeri kactir?
A)3 B) 4 C)6

D)8

Asagida f fonksiyonunun grafigi verilmistir.

4

S, = S, olduguna gére ff(x) dx integralinin degeri

kactir? 5
A) 10 B) 15 C) 20 D) 25 E) 30
y=2x-x?

parabolii ile x ekseni arasinda kalan sinirli bélgenin
alani kac birimkaredir?

Asagida [1, 5] araliinda f fonksiyonunun grafigi verilmis-

tir.

Buna gore ff(x)dx+ff‘1(x)dx toplaminin  degeri

kactir?

A) 20

Asagida verilen y = x? egrisi ile d dogrusu (1, 1) noktasinda

0]

5

1

B) 18

kesismektedir.

0]

3S, = 58, olduguna gére a degeri kactir?

A)3 B) 4 C)5 D)6

E

Eﬂiﬂl

(=] [=]
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